UBER RETHEN, IN DENEN DIE PRODUKTE
AUS JE ZWEI BENACHBARTEN TERMEN
EINE GEGEBENE PROGRESSION FESTLEGEN *

Leonhard Euler

Nachdem irgendeine Progression von Zahlen vorgelegt worden ist

A, B, C, D, E F etc

besteht die Frage, die ich hier zu behandelt beschlossen habe, darin, dass eine
Reihe solcher Art gefunden wird

a, b, ¢, d, e f etc,

in welcher sei

ab=A, bc=B, c¢d=C, de=D, ef=E fg=F etc,

wo, auch wenn die Zahlen A, B, C, D etc. rational sind und nach einem hin-
reichend einfachen Gesetz fortschreiten, es meistens zu geschehen pflegt, dass
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die Zahlen a, b, c, d etc. sogar im hochsten Mafle transzendent werden. Es ist
aber ersichtlich, dass die ganze Aufgabe auf einen einzigen Term dieser Reihe
zurtickgefiihrt wird, nach Erkennen von welchem alle tibrigen sehr leicht
bestimmt werden werden; nachdem nédmlich der erste a gefunden worden ist,
werden sich die tibrigen so verhalten:

D
, e= — etc

A
=7 d
Ich habe aber beobachtet, dass zwei Wege zur Losung dieses Problems offenste-
hen, von denen der eine durch Interpolation einer gewissen Reihe beschritten
wird, der andere aber, der etwas direkter zu sein scheint, fithrt zu Kettenbrti-
chen; weil diese zwei Wege die Aufgabe auf vollkommen verschiedene Weise
erledigen, wird ein Vergleich derer nicht zu verachtende Eingenschaften offen
legen. Ich mochte also jede der beiden Methoden zunichst einzeln darstellen,
darauf folgend werde ich das, was alles gefunden worden ist, miteinander

vergleichen.

DIE ERSTE AUF DIE INTERPOLATION GESTUTZTE
METHODE

§1 Es werde diese aus der gesuchten auf diese Weise zu bildende Reihe
betrachtet

1 2 3 4 5 6 7
a, ab, abc, abcd, abcde, abcdef, abcdefg etc.

welche wegen

ab=A, bc=B, cd=C, de=D, ef=E etc,



in diese Form tibergehen wird

1 2 3 4 5 6 7
a, A, aB, AC, aBD, ACE, aBDF etc.

deren an den geraden Stellen gesetzt Terme also wegen der gegebenen Pro-
gression A, B, C, D etc. per se bekannt sind.

§2 Weil also die Progression aller zweiten Terme

A, AC, ACE, ACEG etc

bekannt ist, wird ihre Interpolation zum wahren Wert des gesuchten Termes a
fihren. Aber diese Progression ist immer so beschaffen, dass sie ins Unendli-
che fortgesetzt mit einer einfachen Progression solcher Art vermischt wird,
deren Interpolation keiner weiteren Schwierigkeit unterworfen ist. Meistens
pflegt aber jene Progression ins Unendliche fortgefiihrt in die geometrische
tiberzugehen, so dass die mittleren Zwischenterme zwischen je zwei benach-
barten zu interpolieren sind.

§3 Wenn wir also die ganze Reihe

a, A, aB, AC, aBD, ACE etc.

wie eine geometrische ansehen und daher die Mittelterme definieren, werden
wir vielleicht am Anfang sehr stark von der Wahrheit abweichen; aber umso
weiter wir fortschreiten, umso niher werden wir an die Wahrheit herankom-
men, welche wir schliefSlich im Unendlichen génzlich erreichen. Daher werden



sich die folgenden Bestimmungen immer mehr an den wahren Wert annidhern:

AA AAC

an = —=, a1 = —m,

. _ AACC . _ AACCE
BBD ’ BBDD ’
AACCEE AACCEEG

% = "BBDDF ’ Y = "BBDDFF

etc. etc.

Und es wird, indem tatsdchlich bis ins Unendliche fortgeschritten wird, sein

N BB DD FF HH KK ’

§4 Dieser unendliche Ausdruck bietet den wahren Wert von a dar, sooft
die Progression der Zahlen A, B, C, D etc. so beschaffen ist, dass die infini-
tesimalen Terme in einem Verhiltnis der Gleichheit zueinander stehen und
die Faktoren jenes Ausdruckes schlieSlich in die Einheiten tibergehen. Wie
wenn beispielsweise fiir A, B, C, D etc. die Reihe der natiirlichen Zahlen
angenommen wird, dass ist

ab=1, bc=2, cd=3, de=4, ef=5fg=6 etc,

wird sein

7-9 9-11 11-13
10-10 10-10 12-12

133557 e
T 224466 '

Dieses unendliche Produkt ist aber bekannt, nachdem das Verhiltnis des



2

Durchmessers zur Peripherie = 1 : 7t gesetzt worden ist, = = zu sein, so dass

gilt
2
a=1/—=
T

und daher

7t
b: -, - dzi t
5 C etc

VT 2v2

§5 Diese Reihe von transzendenten Zahlen schreiten aber nach einem ge-
wissen Gesetz von Gleichheit voran, welche Zahlen durch Approximation
entwickelt zu haben und die Differenzen notiert zu haben, forderlich sein wird:

Diff. 1 |Diff 2 |Diff 3
a = 0,7978846
4554295
b = 1,2533141 3494550 1129745 547016
c = 1,5957691 582529
2842021 217718
d = 1,8799712 364811
2477210 110319
e = 2,1276922 254492
2222718 64440
f = 2,3499640 190052
2032666 41327
g = 2,5532306 148725
1883941
h = 2,7416247

Wenn némlich fiir a irgendeine andere Zahl angenommen werden wiirde und
aus ihr die folgenden definiert werden wiirden, wiirden in den Differenzen
riesige Spriinge auftreten.

§6 Auf dieselbe Weise geht die Aufgabe von statten, wenn fiir die Zahlen
A, B, C, D etc. irgendeine arithmetische Progression genommen wird. Es sei



ndmlich die Reihe 4, b, ¢, d etc. zu suchen, dass gilt

ab=1p, bc=p+q, cd=p+2q, de=p+3q etc,

und weil die infinitesimalen Terme an das Verhiltnis der Gleichheit heran-
kommen, wird sein

pp+29) (p+29)(p+29) (p+4q)(p+6q)

aa=p- . . - etc

(p+a)(p+q) (p+39)(p+3q) (p+59)(p+5q)

der Wert welches Ausdruckes so durch Integralformeln dargeboten werden
kann, dass gilt

nachdem nach jeder der beiden Integration z = 1 gesetzt worden ist.

§7 Wenn fiir A, B, C, D etc. eine aus der arithmetischen und harmonischen
gemischte Progression angenommen wird, dass eine solche Reihe der Zahlen
a,b,c,d,e etc. ausfindig zu machen ist

abzg, bc:p+q cd:p+2q e:p+3q etc.,

r—+s’ r—+2s’ 7+ 3s

weil auch die Zahlen A, B, C, D etc. zum Verhiltnis der Gleichheit konvergie-
ren, wird sein

go— P PUE)p+20)(rts) (p+29)(r+3s)(p+49)(r+3s)

ror(p+q)(r+2s)(p+q) (r+2s)(p+3q)(r+4s)(p+3q)




deren Wert wie oben erschlossen wird als

p [z z o /1 — 220 [ 277 dz 0 /1 — 22
ro [z ldz /1220 [zrtsldz s /1 — 22

wo wiederum nach der Integration z = 1 gesetzt werden muss.

aa

§8 Wenn s = g war, kommen die Zahlen A, B, C, D etc. immer ndher an
die Einheit heran und werden ihr schliefdlich gleich werden. Daher weil die
infinitesimalen Terme der Reihe

a, A, aB, AC, aBD, ACE etc.

einander gleich anzusehen sind, wird daher gefolgert werden

g P (pH20)(r+q) (p+4q)(r+3q) (p+6q)(r+5q) -
9

(p+aq)(r+2q9) (p+39)(r+4q) (p+59)(r+69)

welcher Ausdruck auch so dargestellt werden kann

_plr+q) (p+29)(r+3q) (p+49)(r+59)

T rpra) r+29)(p+3q) (r+49)(p+59)

4

dessen Wert durch Integralformeln ist

fzrfldz V1 —z%
a= )
[zPtdz . 1 — 2%




§9 Daher kann auch der Fall, in dem s und q ungleich sind, leichter erledigt
werden. Es sei namlich s = nng und es werde r = nnt gesetzt; dann werde
aber festgelegt

) €
7 C:z/ d:*/ e = — etc.
n n

und es wird durch die vorgeschriebene Bedingung sein

_r _Pta _PtZ _Pt3
= PY=agy YT iy T iy o
aus deren Ubereinstimmung mit der vorhergehenden gilt
_plt+q) (p+2q)(t+3q) (p+4q)(t+59)
tp+q) (E+29)(p+3q) (t+44)(p+59)
und daher
" [z /1 — 22
[zp=ldz: /1220
§10 Weil also gilt
s r a\/q
n=,/-, t=— und a=—=,
q Vs
wird fiir den in §7 dargestellten Fall sein
oo V4 plrts) (p+2q)(r+3s) (p+4q)(r+5s)

Vs r(p+q) (r+2s)(p+3q) (r+4s)(p+59)



und durch Integralformeln

a—ﬂ fz%_ldz:\/l—zzf
Vs fzp—ldz:\/l—ZZq’

dort, wenn im Zahler z° fiir z7 geschrieben werden, wird werden

a—ﬁ [z dz : V1 — 2%
Vi fzf’*ldz:\/l—zz’i'

deren Quadrat also notwendigerweise der oben gefundenen Formel gleich
wird, so dass ist

2Pldz \/1—22 1 [zrtsldz /1 — 2% '

s [z ldz: V1 —2% P fz””*ldz V1 —z%
q J

§11 Die Ubereinstimmung dieser Formeln gibt uns also im Fall, in dem nach
der Integration z = 1 gesetzt wird, den folgenden Lehrsatz an die Hand

. = 7S . ,
V1—2z21 ) /1-2z% V1—2z2 J /1—2z%

P14z zPta-1gz z'1dz ZM =14z
WI/

dessen Giiltigkeit ich freilich schon anderen Ortes aus anderen Prinzipien
bewiesen habe. Daher folgt also, dass durch Nehmen von r = s = 1 sein wird

/ zP-1dz . P14z b
P V1i—-z% J J1-z20 2

wegen



/ dz o n und / zdz _1q
V1i—zz 2 Vi—zz

§12 Wir wollen einige Beispiele betrachten.

I. Wenn gelten muss

ab=1, bc=2, cd=3, de=4 ef=>5 etc,

wird sein
aa—1-1.3-3'5-5.7-7.9-etc
2.2 4.4 6-6 8-8 '
und
aa_fzdz:\/l—zz_%
N [dz:\/1—2zz T

II. Wenn sein muss

ab=1, bc=3, cd=5 de=7 ef=9 etc,

wird sein

etc.

-9 913 13-17
aa = .

1-55
3-3 7.7 11-11 15-15

oder

10



[ zzdz : /1 — 2%
[dz: V1i—z4

aq =

Weil aber aus dem gerade dargestellten Lehrsatz gilt

/ zzdz
V1-— z4 — &

wird erschlossen

III. Wenn sein muss

ab=1, bc=4, cd=7, de=10, ef =13 etc,

wird sein
aa—17 7-13 13-19 ot
4.4 10-10 16-16 '
oder
o — i 23dz + /1 — 26
[dz: V1—26
und daher

11



IV. Wenn allgemeiner gelten muss

ab=p, bc=p+q, cd=p+29 de=p+3q ef=p+4q etc,

werden wir durch eine mit Hilfe des oberen Lehrsatz durchzufiihrende Re-
duktion erschliefien

. p\/2>q'/zp+‘7‘1dz RV / zP1dz
VT V1 —z24 \/Tq V1—z20

§13 Diese Beispiele sind aus der arithmetischen Progression entnommen
worden; diesen wollen wir einige Beispiele hinzufiigen, in denen die Progres-
sion der Zahlen A, B, C, D etc. aus der arithmetischen und harmonischen
gemischt worden ist.

I. Wenn sein muss

1 2 3 4
ab = E, bc = gf cd = er de = gr ef = etc.,

Nl G1

wird wegen

sein

| G1
NN

- etc.

N —
ol o
»P'QJ
| O
|
| o

12



oder

fzdz V1—zz 2

[dz:v/1—2zz _7r'

II. Wenn sein muss

1 3 5 7 9
ab = E/ bc = Z, cd = 8, de = g, Ef = E etc.,
wird wegen
pr=1 qg=2, r=2, s=2

sein

a_1-4 5.8 9-12 13-16 17-20 ot

2.3 6-7 10-11 14-15 18-19 ‘
oder

fzdz V1i—z+ zzdz

[dz:V1—2% 4 /\/1—24 /\/1—24'
III. Wenn gelten muss

1 2 3 4 5
b==, bc=-= d==, de== = — etc.
a 1 c 3 c = e 7 ef 5 etc.,

wird wegen

13



sein

-11 7-15 9-19

6 13.8 17.10 %

\OU‘I

oder

zzdz

\/@f/m'

ffdz\/@ Z\f/

T [dz: V1-—zz

Das Produkt aus diesem Wert und dem vorhergehenden ist aber offenbar
_ 1

N

DIE ANDERE METHODE DURCH KETTENBRUCHE

§14 Die zu findende Reihe wollen wir mit Indizes so darstellen

und zuerst wollen wir freilich die Reihe ausfindig machen, in welcher sei

ab=1p, bc=p+q, cd=p+2q, de=p+3q etc,

dass durch die vorhergehende Methode gilt

14



pa—p.PPF29)  (p+29)(p+4q) (p+4q)(p+éq)

(p+a)(p+aq) (p+39)(p+3q) (p+5q)(p+59)

und auch
[ 2Ptz /1 — 224
aga=7p-
z2P-1dz : /1 — 224
oder
e p\/29 _/z’”qldz B _ / zP~ldz
V1—=221 29 ) V122"
daher
b — (P+a9)v2q / ZPP2-ldz /o /z’”qldz
\/E 1 — 229 N/Zq. 1 — z24
und
(p + Zq), /2q . / 7P +39-174, B ‘ / ZP+24—14,
VT V1i—z2 /29 ) V1—z%4
und daher

\/1—22 \/E \/1—22‘1'

i (p+ nq )29 / Pttty /o Pl

15



§15 Weil also fiir diese Reihe im Allgemeinen gilt

Xy =p-+nqg

muss die Grofie x eine Funktion solcher Art des Index’ n sein, dass, nachdem
in ihr n + 1 anstelle von n gesetzt worden ist, y hervorgeht und das Produkt
dann wird

xy =p+ng,

weil dies rationalen Werten widerspricht, ist es passend, die Werte der Qua-
drate xx und yy aus dieser Gleichung zu suchen

Xxyy = pp + 2npq +nnqq,

weil sich jenes Verhiltnis der Funktionen ja auch auf die Quadrate bezieht.
Diese Untersuchung wird also angenehm weiter auf die Auflésung dieser
Gleichung ausgedehnt werden

xxyy = aann +2afn + ;

daher kann der Wert von xx auf mehrere Weisen auf Kettenbriiche reduziert
werden, welche in den folgenden Lemmata aufgezahlt werden.

LEMMA I

Nach Vorlegen dieser Gleichung

(X+An+u)(Y+An+v) = {lnn+2inn+6,

16



in welcher Y genauso aus n 4 1 wie X aus n definiert wird, werde festgelegt

k
X+An+pu=0{n+f+

X"
und
k
Y+ An+v=_n —I—g+?,
dass ist
k
und

k
Y:(é—/\)n—l—g—v—i—?,

wo nun X' und Y’ neue dhnliche Briiche von n und n + 1 sind; und es ist
notwendig, dass gilt

g—Vv=0—A+f—yu oder ¢g=0—A—pu+v+f.

§17 Nachdem dies festgelegt worden ist, geht die vorgeschriebene Gleichung
in diese tiber

k k kk
Cenn+C(f +8)n+ fg + (Cr;jrf) + (&;Jg) + <y
= (C{nn+2¢nn + 0.

Es werde festgelegt

17



f+g=2y und k=fg—96,

dass hervorgeht

XY+ (n+ )X +(@n+g)Y +fg—0=0

oder

(X' +in+g)(Y +in+f)={nn+(f +g)n+6,

welche der vorgelegten Form &hnlich ist. Aber wegen f + ¢ = 257 wird man
haben

C—A—pu+v+2f =2y,

und
A=C+pu—v
f=n+ 2”
und
. A=CHpu—v
8= 2
und daher

18



§18 Deswegen wird die vorgelegte Gleichung

(X+An+v)(Y+An+v) = {inn+20nn +6

mit Hilfe dieser Substitution

A—C—u— —ia- —v)2—9
X< (C—A)+n+ ézu v 11—l C;u v)

ACtptv m—3A—-C+p—v)>—0
a 2 * Y/

7

Y =(C—A)+7
auf diese der vorgelegten dhnliche Gleichung zuriickgefiihrt

(X’+§n+17—)‘_g42r”_v> (Y/+§n+17+A_€J2r”_V>

= ({nn +2¢nn + 6.

§19 Auf die gleiche Weise wird auch dieselbe vorgelegte Gleichung

(X+An+u)(Y+An+v) = {inn+2inn+6

nach diesen Substitutionen

AC—p—v  A=C4+p—v)2—yn+0
X< ((—A)+7+ Czy L il FX/) m+o

A=CHpu+v FA-C+u—v)*—nn+6
Y = (C—A)+7— Czﬂ 43 VY’ nm

19



auf diese ihr dhnliche zuriickgefiihrt

(X/_gn_,HH;ﬂﬂf)(yf_gn_nﬂ—C;H)

= (C{nn +2¢nn + 0.

LEMMA 11

Nach Vorlegen dieser Gleichung

(X+An+u)(Y+An+v) = {lnn+20nn +6,

in welcher Y genauso von n + 1 wie X von n abhdngt, werde festgelegt

hn +k
X+An+pu=7_7nf+ nX—,F ’
Y+An+v:&ﬁ+hniﬁ+a

wo wegen der Ahnlichkeit der Funktionen wie zuvor gelten muss

§=0—A—pu+v+f.

20



§21 Weiter werden wir nach der Substitution dieser Werte haben

Lo+ 0(F+g)n+ fg+ (gn+f)(¢/a+h+k) N (gn+g>)((/hn+k)

(hn + k) (hn + 1 + k)
X/Y/

= ({nn+2{nn+0,

woher wird

C(f+g—2nn+fg—0)XY' + (ln+ f)(hn+h+ k)X’
+(n+g)(hn+k)Y + (hn+k)(hn +h+k) =0,

welcher Grofie also entweder hn + k oder hn + h + k oder ein Vielfaches gleich
gesetzt werden muss.

§22 Es sei zuerst

hn+k=al(f+g—2n)n+a(fg—10)

und {n + f muss ein Subvielfaches von {(f + g — 21)n + fg — 6 sein; daher
wird

f(f+g—2n)=fg—0 oder ff=2nf—0

und daher

f=n+m—0 und g=0—-A—pu+v+n+/n7—06;

21



daraus weiter

=al(f+g—27) und k=a(fg—0),

und die resultierende Gleichung wird werden

xy! 4 W g =2y)n+al(f+g—2y) +a(fg—6) .,
fre—2m

+a(fn+ Q)Y +aa(f(f+g—2n)n+(f+8—2n)+ fg—6) =0.

§23 Um die Briiche zu beseitigen, wollen wir setzen

a=f+g-2n=0—A—pu+v+2\/nn—=0

und so wird werden

XY +((f+g—2mn+(f+g—21)+fg—0)X
+(C(f+g—2mn+g(f+g—21)Y
+(f+8—2n)*QC(f+g—2n)n+(f+g—2n)+fg—6) =0.

Aber wenn wir uns nicht um die Briiche kiimmern, werden wir haben

XY + a(g’n +7+ figg_—gzn)xl +a(ln+g)Y

—|—oux(f—|—g—2;7)<§n—|—§+fg_9> =0,

f+8—2n

22



welche, nachdem der Kiirze wegen festgelegt worden ist

fe—0 _
f+8—2n

7

auf diese der vorgelegten dhnliche zurtickgefiihrt wird

(X' +a(@n+g)(Y +a(ln++e)
= ax(ginn +C(f+e—f+2n)+ (T +e)(2n —f))
= aw(fn+{ +€)({n+2n— f).

§24 Wenn also nach Vorlegen der Gleichung

(X+Ab+u)(Y+An+v) =lnn+20yn+6

der Kiirze wegen festgelegt wird

f=n+vnn—-0, g=C—-A—-—pu+v+n+/ny—=0

sowie

fe—-0 _
f+8—2n

4

wird die folgende Substitution

23



X:(g_A)Hf_}HC(f+g—2;/)n+fg—9,

v :(g_A)Hg_hLC(f+g—277)(ynl+1)+fg—9

die folgende der vorgelegten dhnliche Gleichung an die Hand geben

(X' +n+9Y' +Z(n+1)+e)
=ognn+ (G +e—f+2n)n+ (¢ +e)(2n — f).

§25 So wie wir hier &« = 1 genommen haben, so wird die Festlegung « = —1,
wahrend die Abkiirzungen dieselben bleiben, diese Substitution geben

X:(é_MHf_lHC(2ﬂ—f—§/)n—fg+9,

Y:(é—/\)n+g—v+C(Zﬂ_f_g)(yn/Jrl)—ngrG’

woher diese der vorgelegten dhnliche Gleichung entspringt

(X' =gn—g)(Y = ¢(n+1) —¢)
={fnn+ (0 +e—f+2mn+ (+e)(2n — f).

24



§26 Wir wollen weiter festlegen, dass gilt

hm+h+k=0(f+g—2ny)n+ fg—0,

dass gilt

h=0(f+g—2y) und k=fg—0—C(f+g—27),

und es ist notwendig, dass wird

C(f+g—2nn+fg—0=(f+g—2n)(in+g)

und daher

g(f+g—2y)=fg—0 oder g=n++/ny—0

und daraus

f=A=-C+u—v+n+/nn—0.

Die resultierende Gleichung wird aber sein

XY+ (n+ )X + (gn —+ fg_e)Y’

frg—21
fg -1 )
+(f+g—2 <C n—1)+ =0,
(Frs—2n(sn-1+ A5
welche nach Setzen von ffr“’;:gﬁ = ¢ in diese tibergeht

25



(X' +gn—C+e)(Y +n+f)
={inn+n(2n —g—+e)+(e—{)(21—g)
= ({n—{+e)(fn+21—g).

§27 Wenn also nach Vorlegen der Gleichung

(X+An4+u)(Y+An+v) = {lnn+20nn+6

der Kiirze wegen festgelegt wird

f=A=C+pu—vtn+/nm—0, g=n++nn—1=0

sowie

wird die folgende Substitution

X= (g Ayt fopt UESZ2O DT/ 20

{(f+g—2n)n+fg—0

Y=(-A)n+g—v+ v

diese der vorgelegten dhnliche Gleichung liefern

(X' +in—C+e)(Y +Tn+f)

26



=i+ 72 —g—C+en+(e—0)(21 —g).

§28 Auf die gleiche Weise, wihrend die Abkiirzungen dieselben bleiben,
wird dieselbe vorgelegte Gleichung mit Hilfe dieser Substitutionen

(2p—f-g)n—1)—fg+6
X/ ’

{2p—f—gn—fg+0
Y/

X=@—-An+f—u+

Y=(-A)n+g—v+

auf diese der vorgelegten dhnliche Gleichung zuriickgefiihrt

(X' =in+g—e)(Y —=n—f)
=0 +¢(2n—g—CT+en+(e—-0)(2n—g).

Mit Hilfe dieser sechs in § 18, 19, 24, 25, 27, 28 angegebenen Reduktionen
werden alle Gleichungen von dieser Art auf unendlich viele Weisen durch
Kettenbriiche aufgeldst werden kdnnen.

AUFLOSUNG DER GLEICHUNG xxyy = aann + 2afn + vy
DURCH § 18

Welil hier ist

X=xx, Y=yy, A=0, u=0, v=0, (=« n=p und 0=,

wird die Substitution hervorgehen

27



1y —

X
1 Bp—gea—1
yy:zx—kﬁ—kizx—k#,

welche Gleichung zu dieser zweiten Gleichung fiihrt

1
<X’+¢xn+ﬁ+2zx> (Y%—om—f—[ﬁ—ioc)

= aann + 2apb + .

§30 Um diese auf die gleiche Weise aufzultsen, werden wir wegen

diese Substitution erlangen

pp—jea—y B jex—y

/
X =0 + X/ 4 Ve

die zu dieser dritten Gleichung fiihrt

1
<X”+(xn+ﬁ—2zx> <Y“+a¢n+[3+;«x>

xann 4 2upn + .

Diese liefert aber weiter diese Substitutionen
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BB — lax — v BB — law — 7
X//:O—FT und YN:O_FT’
woher wegen X" = X’ und Y = Y’ nichts Weiteres geschlossen werden

kann.

AUFLOSUNG DER GLEICHUNG xxyy = aann + 2apn + vy
DURCH § 19

§31 Nach diesen Substitutionen

pea — PB4y
X Va

BB+ v
Y

1
xx:an—§a+/3+

1 }Ioax—
yy =an+sa+p+

wird zu dieser Gleichung gelangt

(X—an—ia—ﬁ) (Y—zxn—i—izx—ﬁ)

xann + 2apn + 7,

welche gemafs § 19 reduziert wegen

diese Substitutionen gibt
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%mx - BB+
X’ !

Jan — BB+
Y:2an+a+2[3+4£f87

X =2an—a+2p+

woher diese neue Gleichung entspriefst

<X’—om—2lx—,3> (Y’—an—i—izx—ﬁ)
= aann + 2afn + .

§32 Diese Gleichung werde weiter reduziert und wegen

werden wir diese Substitutionen haben

25

Tox—pp+
X’:2ocn—oc+2ﬁ+4xf'8ry,

25

Tox—pp+
Y’ :2zxn+oc—|—2,3—|—4y,[,%ﬁry,

und daher diese neue Gleichung
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<X”—(xn—g¢x—,8> (Y/'—ocn+goa—ﬁ>

= aann + 2upn + 1,

woher die folgenden Substitutionen leicht erschlossen werden.
§33 Wenn daher also, um abzukiirzen, festgelegt wird

1
Ml—itx—i—ﬁ:N und BB—7 =B,

wird der Wert von xx mit dem folgenden Kettenbruch ausgedriickt werden

%Mc — B
xx = N+ 5
o — B
2N + 75
Ton — B
2N + e
Ton— B
2N + )
IN T — B
2N + etc.

welcher der vorgelegten Gleichung zukommt, natiirlich

xxyy = aann + 2ann +2apn + 7.

AUFLOSUNG DER GLEICHUNG xxyy = aann + 2afn + vy
DURCH § 24

§34 Weil hier ist
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A=0, =0, v=0, {=a n=p4 6=,

wird sein

f=B+vVBB—r, g=a+p+VBB—
daher

f§—0=ap+2Bp—27v+ (x+2B)\/BB—7
und

f+g—2n=a+2\/BB—1.

Es werde also festgelegt

e T BV

f+g—2y

so dass gilt

e=f und g=a-+f,

woher diese Substitutionen entspringen

xx:ocn+f+(f+g_2}z)(m+f) :(om+f)<1+a+2‘xﬁﬁ_7),
Yy = an+ g+ (f+g—2;7)(om+g) :(an+g)<1+w+2\/yﬁﬁ—7>,
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und daher diese neue Gleichung

(X+an+g)(Y+an+a+f)
=waann+a(a+2B)n+ (a4 f) (26 — f).

§35 Wir wollen festlegen

P+ VBB—1=09,

dass ist
f=6, g=a+06 und f4+g—-2n=a—-26+26,
und so werden die Substitutionen

-2 2
o an gy (2B 20) (2 +0)

X 7
= a(n+1)+6+ (“_25+25)1(/a(n+1)+5)
diese Gleichung geben
(X4+a+a+6)(Y+an+a+)

=aann+a(a+2B)n+ (a4 6)(26 —9).
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§36 Fiir die Reduktion dieser Gleichung ist

A=a, u=a+6, v=a+y,

{=u, 17:/3+%(x, 0= (a+6)(2B—9),

woher wegen

ff=Q@p+a)f +[a+0)(2p—0)=0
entweder gelten wird
f=a+6
oder auch

f=28-9;

aber die erste Festlegung fiihrt nicht weiter, wohingegen durch Gebrauchen
der zweiten sein wird

f=28-6, g=2B—06 und e=2B-3,

und so werden diese Substitutionen erhalten werden

(28 —a —20)(an + 2B — )
X' ’
(26 —a—20)(a(n+1)+2B—9)
Y/

X=2—ua—20+

Y =28 —a—20+
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welche diese Gleichung liefern

(X' +an+28—06)(Y +an+a+2B—9)
= wann +2a(a+ B)n+ (a +6)(a + 2B — 9).

§37 Nun ist also

A=wa, u=2-9, v=a+2-79,
C=a C=a+p 0= (a+0)(a+2-7),

woher wegen

ff=2a+p)f+(a+d)(a+28—-05)=0

dieser Wert genommen werde

f=a+2-9;

es wird sein

§g=20a+2-0

sowie

L (et 25a—+5;§%a_+2§5 ~2%) ., 6_s
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Daher wird diese Substitution

(o +2B—25)(an+a+2B—9)

X/ = X —|— X// ,
(o +2B—25)(an 420+ 2B — 9)
Y/ = + Y//
diese Gleichung geben

(X" +an+20+2B—6)(Y'+an+2a+28 —6)
= aann +a(3a+2B)n+ 2a +2p —6)(a +9).

§38 Wenn wir den anderen Wert gebrauchen, also

f=a+9,

wird

g=2a+6 und e=a+J

und werden nach der Substitution

(0 — 2B+ 20)(an + a + 6)

X =a—2B+20+

X" 4
Y —a—28+25+ (oc—2/3+251)fg/1xn+20c+5)
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diese Gleichung erlangen

(X" +an+2u+8)(Y" 4+ an+2a +6)
= aann +a(3a+2B)n+ 2a +9)(a + 2B — 9).

§39 Wir wollen diese letzte Gleichung weiter verfolgen, weil sie der zweiten
dhnlicher ist, weil sie aus ihr durch Setzen von é + « fiir § und B + a fiir B
entspriefit, woher diese Substitution hervorgeht

X" =28 —a—25+ (2B —a—268)(an+2B+a — )

X/// 4
(28 —a —26)(an+2B +2a —9)
Y =2—a—26+ Y ,

welche zu dieser Gleichung fiihrt

(X" +an+2B+a—6)(Y" +an+2a +2B —6)
=waann +2a(2a + B)n+ (2a + 6)(2a + 28 — 9).

§40 Diese Gleichung wird weiter wie in §38 behandelt mit Hilfe dieser Sub-
stitutionen

(28 —a —20)(an + 2B+ 20 — 9)

X" =2B—a—25+

X ’
(28 —a —20)(an + 2B+ 30 —9)
Y — 2‘3 —a—20+ Y ,
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auf diese zuriickgefiihrt

(X" +an+3a+8)(Y" +an +3a + 2B+ 6)
= aann + a(5a +2p)n + (3a + ) (2a + 2B — 6)

und diese wird weiter durch diese Substitutionen

(28 —a —20)(an+ 2B +2a —9)

X" =28 —a—26+

X///// 4
(26 —a—20)(an + 2B+ 30 —9)
Y" =28 —a—26+ i ,

auf diese zuriickgefiihrt

(X" +an+2B+ 20— 8)(Y'" + an +3a + 2B — 5)
= aann +2a(3a+ B)n+ (3a +0)(3a + 2 —9).

§41 Daher wird also der Wert von xx aus dieser Gleichung

xxyy = aann + 2apfn + 7y,

nachdem der Kiirze wegen festgelegt worden ist

B++/BB—7=90 und a—2B+26=A,

sein
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A(an +9)

xxzacn+5~l—_A_ A(wn +26—9)
At A(an +a+ )
4 Alan +a+2p —9)
Al A(an +2x 4+ 96)
A A(an +2x+2p —9)
At A(an + 3+ 6)
A(an + 3 +2p —9)

A + etc.

Dieser Ausdruck liefert aber fiir xx jenes aus unendlich vielen Faktoren beste-
hende Produkt selbst, was durch die erste Methode gefunden wird.

§42 Dieser Kettenbruch kann leichter auf diese Weise ausgedriickt werden

an 490
an+2p—90
an—+a+9
an+a+2p—95
an+2u+96
an +2u +26 -6
an+3a+ 96
an+3a + 26— 06
* an+ 4 + 96
~1+ete.

XX =an—+0 —

1+

A —

1+
A—

1+

A —

Wenn aber die Formeln aus § 37 auf diese Weise weiter reduziert werden,
wird dieser am Anfang unregelmafsige Ausdruck gefunden
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an—+o
an+2p—90
an+ua+2 -9
an+a+6
an—+20+2—0
an+2u 490
A_zxn+30c—l—2[3—(5
an+3u 490
A—etc.

XX =an-+0 —

1+

o —

1+
A—

1+

§43 Wenn jeder der beiden Ausdriicke um den gemeinsamen Kopf beschnit-
ten wird, fiir 28 der angenommene Wert a + 26 — A eingesetzt wird und
dariiber hinaus N fiir an 4 a + 6 geschrieben wird, wird man diese Gleichheit
haben

N N+a—A
A— =a—
N+a—A N
1+ N+ 1 N+2 A
o o —
A — A —
N+2x0— A N+«
1+ N+2 1+ N+3 A
o o —
A— A——m———
1+N+30¢—A 1+N+20¢
A — etc. A — etc.

wo fiir A, « und N irgendwelche Zahlen angenommen werden konnen.

AUFLOSUNG DER GLEICHUNG xxyy = aann -+ 2apn + vy
MIT HILFE VON § 25

§44 Die erste aus der vorhergehenden Auflosung, indem X und Y negativ
genommen werden, hergeholte Substitution [§ 35]
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(28 —a —25)(an + 6)
X ,

XX =an—+ 0+

(26 —a—20)(an + a +96)

yy=an+1)+0+ %

fithrt nach Setzen von

0=p+BB—7

zu dieser Gleichung

(X—an—a—06)(Y —an —a — )
=aann+a(a+2p)n+ (x +0)(2 —9),

die mit § 24 verglichen liefert

A=—-a, p=-a—-6, v=-—-a—9,,

{=ua, n:%w—i—ﬁ, 0= (a+9)(2B—9),

woher erschlossen wird

ff = (a+2B)f + (a+6)(2p —6) = 0.

Es sei

f=a+4;
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es wird sein

g=3ax+J0 und e=a+4

und daher entspriefit diese Substitution

(20 — 2B+ 20)(an 4+ a +96)

X =2an+20+26 —

X/ 7
200 — 2 2 2
Y:2[X}’l—|—4zx—|—2§_(lx B+ 512,(0&14—# oc+<5)’

die zu dieser Gleichung fiihrt
(X' —an —3a—8)(Y —an —2a — §)

=waann+ a2+ 28)n+ 2a + 6)(26 — 9).

§45 Diese Gleichung werde auf die gleiche Weise gemif3 § 24 behandelt und
wegen der Werte

A=—a, pu=-3a—6, v=-—-2a0—9,
{=wa, n=a+pB, 0= 2a+6)(28—-9)

wird sein

ff—Qa+2B)f + (2a+6)(2p—-6) =0,
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woher genommen werde

f=2a+9,

und es werde

g=5x+J und e=2ua+4.

Man wird also diese Substitution haben

(50 — 2B + 25) (an + 20 + 5)

X' =2an+ 50 + 26 —

X// 7
—2B+20 5
Y/:Z(XTZ+7£K—|—2(5_(5(X B+ Y)/szn—i—3a+ ),

welche diese Gleichung liefern

(X" —an—5u —6)(Y' —an —3u —6)
= aann +a(3a+2B)n+ (3a+0)(2B —9).

§46 Nun wird also auf dieselbe Weise sein

A=—-a, pu=-5-06, v=-3a—7/,
3

{=u, q:§a+ﬁ, 0 = (Ba+9)(2B—9),
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woher wegen

f=3a+6

erschlossen wird

g=7¢+J und e=23a-+4.

Also wird die Substitution

(7o — 2B+ 26) (an + 3a + 6)
X/// 4

(7o — 2B+ 26) (an + 4a + 6)
Y/// 4

X"=uan + 8a+26—

Y" = 2an + 100 4 26 —

diese Gleichung geben

(X" —an—7a —8)(Y" —an — 4a — 6)

§47 Weil das Fortschreitungsgesetz hinreichend offenbar ist, wird leicht ge-
folgert, dass sein wird

(0 —2B+26)(an+0)
(B —2B+25)(an +a +96)

xXx =an—+0 —
20m + 20 + 26 —

(50 — 2B+ 26)(an + 20 +6)

20 + b + 26 —
70 — 2B+ 20)(an + 3+ 0
204n+80c+25—( P ) )

2an + 11a + 26 — etc.
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wo es zu bemerken ist, dass aus der vorgelegten Gleichung

xxyy = aann + 2upn + vy

¢ auf zweifache Weise gegeben ist, weil gilt

6=pE VBB,

und so werden zwei Reihen solcher Art erhalten, von welchen die eine her-
vorgegangen ware, wenn wir tiberall fiir f die anderen Werte angenommen
hétten.

EINE ANDERE LOSUNG DURCH ALTERNIEREN DER WERTE
VON f

§48 Wir wollen in der Auflosung von § 44 dies annehmen

f=2-9,

dass ist

§=2x+28—-6 und e=28-;

die Substitution wird diese sein
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(« +2B—20)(an +2B —9)
X' ’
(o +2B—20)(an +a+2B —9)
Y’ ’

X =2an+ a+2p—

Y =2an+3a + 26 —

woher diese Gleichung resultiert

(X' —an —20 —2B+6)(Y —an —a — 2B+ 9)
=aann+aae+2f)n+ (a +0)(a + 28 —9),

welche aus der oberen entspringt, wenn dort —a + 2 — J fiir 6 geschrieben
wird, unter Beibehalt welches Wertes im folgenden werden wird

xx=a+6— (o — 2B +26)(an + )

(e +2B—26)(an +2Bp —9)

2an 4+ o 42 —
30 +2B—25 +a+2-96
2an + 3a +4p — 26 — (3 + 28 J(an+a+28-9)

(5 + 2B — 26) (an + 20 + 2B — &)

2 46 — 26 —
an o+ 6n 4 2an +9a +4p — 26 — etc.

§49 Aber die gerade gefundene Gleichung gibt mit § 25 verglichen

A=—a, pu=-20-2+6, v=—a—2+0.
{=wa, n=a+p, 0=(a+6)(a+2B—9)

und

ff=2(a+B)f+ (x+06)(a+2B—5) =0.
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Wenn wir nun nehmen wiirden

f=a+2-9,

hitten wir die gerade gefundene Formel. Es sei also

f=a+6;

es wird sein
g=4a+J5 und e=a+/,

und daher

-2 2
X' =2an+30+2B— (3w — 2B +26)(an + a +5)

X// 4
3 —2 20)(an + 20+ 06
Y/:Zom+51x+25—( Pt Y)’E 20 +9)

und daraus entspriefit die Gleichung

(X" —an—4a —6)(Y' —an —2a —6)
= aann +a(3a +2p)n + 2a +6)(a + 2 —9),

welche aus der vorhergehenden [§ 45] entspringt, wenn dort —a + ¢ fiir 6
geschrieben wird; und so wird sein
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(0 —2B+25)(an +96)
(o +2B—25)(an+2B —6)
(Ba —2B+20)(an +a +6)
2an + 6 + 26 — etc.

xx =an-+06 —

20n + o + 2 —
20n + 30 + 2 —

§50 Aber jene Gleichung gibt auf die andere Weise aufgelost wegen der Werte

A=—a, pu=—-4a—-96, v=-2a—9,

(=ua, ngzx—i—[ﬁ, 0= (2a+9)(a+2B—9)

dies
ff—0Ba+2B)f+2a+d)(a+2B—05) =0;
daher wollen wir nun nehmen

f=a+2B-5,

dass ist

3a+ 2B —26)(an +a+ 2B — )
X/// 4

30 + 2B — 26) (an + 2 + 28 — 5)
YI// 4

X”:2an+5a+2ﬁ—(

Y” :2(xn+7zx+25—(

welche zu dieser Gleichung fiihrt
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(X" —an —5a —2B+46)(Y" —an —2a — 2+ 9)
= aann + a(4a +2B)n + (2u +9) (20 + 2 — 6).

§51 Weil das Fortschreitungsgesetz daher schon erschlossen werden kann,
werden wir haben

(0 —2B+26)(an +9)

xx =an-+046— (. +2B—26)(an + 2B —9)

2an+a+2p —
3 —2B+25 +6
2an +3a + 2 — (32 — 28 J(an ta+9)

(Ba+2B —20)(an +a + 2B —9)

2 S5a+2p —
an + 5u +2p 2an +7a + 2 — etc.

welcher Kettenbruch wegen des hinreichend gefalligen Fortschreitungsgesetz-
tes bemerkenswert ist.

AUFLOSUNG DER GLEICHUNG xxyy = aann + 2apn + vy
DURCH § 28

§52 Nach Setzen von

0=p+PBB—7

wird wegen

sein
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g=96, f=—a+d6 und e=9,

woher die Substitution

(—a —2B+25)(an —a+96)

= an — 5 ,
xx=an—ua—+0 -+ X

(—a —2B+26)(an + )
Y

yy =an+05+

aus § 27 diese Gleichung geben wird

(X+an—a+0)(Y+an+9)
=aann+ a2 —a)n+ (6 —a) (26 —9).

Nachdem aber X und Y negativ genommen worden sind, dass aus § 28 ist

(« +2B—25)(an —a+96)
X 7

Xx =an—a+0+

(. +2B—25)(an + 9d)
Y ,

yy =an+9+

wird man haben

(X —an+a—08)(Y —an —06) = aann —a(a —2B)n — (« — 5)(2B — 9).
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§53 Diese Gleichung liefert weiter gemaf3 derselben Formeln behandelt

A=—-a, p=a—-9, v=-9,

(=, n=-path 6=(-0)(@p-0),

woher wird

88— (2B—w)g+ (6 —a)(2p—0) =0,

also entweder

g=0—na oder ¢g=2-9

und

f=-a+g sowie e=g.

Daher wird die Substitution sein

(2B —2g)(an —a +g)
X/ !
(28 —2g)(an +g)
Y’ ’

X=2an—-2a0+g+0+

Y=2an+g+J+

welche zu dieser Gleichung fiihrt

(X' —an—a—g) (Y —an+a—g)
=aann+ a2 —20)n+ (g —a)(2p—a —g).
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§54 Wir wollen diesen Buchstaben g beibehalten, der zwei Werte involviert,
und die folgenden durch ¢, ¢’ anzeigen. Weil also hier ist

A=—a, p=a—g v=a-—g
=ua, n=—at+p 0=(-a)2p-a—-g)

wird entweder

¢ =g—a odersein ¢ =28—-a—g

und daher

f=-2a+¢ und e=g

und daraus

(28 —28")(an —a +g')
X" 4

(28 —2¢")(an+g')
Yl/ 4

X' =2an—-30+g¢+¢ +

Y =2an— a+g+¢ +

woher diese Gleichung entspringt

(X" —an+a—¢ )Y —an+2x—¢')
=aann+a(2f —3a)n+ (¢ —a)(2B —2a — ¢).
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§55 Nun wird also weiter sein
A=—a, pu=a—-g¢, v=2a-¢,
3
C=a, n=p-50 0=(¢-a)2-20-¢)

und daher entweder

¢"=¢ —a oder ¢"=2-2a—¢
und

/!

f=-3a+g" sowie e=¢".

Daher wird die Substitution

(28 —2¢")(an —a+g")
X// 4

(28 —2¢")(an +g")
Y//

X"=2an—4a+¢ +¢"+

Y" =2an -2+ ¢ + ¢" +

diese Gleichung geben

(X/// _lxn_}_a_gll)(yl// _“n+306 _g//)
= aann + w(2f — 4a)n + (8" — a)(2p — 3 — g").
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§56 Nun ist fiir die Auflosung dieser Gleichung

A=—a, pu=a—-g", v=3a-g¢’
=a, n=p-20, 0=(8"—a)(2p—3u—g"),

woher entweder

¢" =¢"—a oderauchgilt ¢" =28-3a—g"

"

f=—-4a+¢" sowie e=¢".

Daher wird aus der Substitution

(28 —28")(an —a + ")
X ’

(2 —2¢"")(an +g")
X!

X//I :2(Xn—50é+g”‘|‘gl/l+

'Y/// :zan_3a+g1/+g//l+

diese Gleichung entspringen

(X//// —an+a _g///)(Y//// — an + 4a _g///)

= aann + a(2p — 5a)n + (g — a) (2B — 4a — g"").

§57 Durch Sammeln von diesen wird aus der vorgelegten Gleichung

xx = aann +2upn + 7y
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nach Setzen von

0=B+ VBB

wenn fiir die Buchstaben ¢/, ¢”, ¢, ¢

angenommen werden

S—ua, g—ua, ¢ —u, ¢ —a,
g: 7 g/ = 7 g// = , 7 g//: ’ etC.,
2B —uw 2—n—g 2p—20—g 2p—3a—g"

der folgende Wert fiir xx erschlossen werden

etc. die folgenden je zwei Werte

(o +2B—20)(an —a+9)
(26 —2g)(an —a +g)

(26 —2¢")(an —a +¢')
2 _ /
o 3lx+g+g+szn—31)¢~|—g/~|—g”+etc.

xx=an—oa+0o+
2an =200+ 0+ g+

"

welcher also wegen der doppelten Werte der einzelnen 6, g, ¢/, ¢/, ¢ etc. ins

Unendliche variieren kann.

§58 Wenn dieselbe Gleichung auf die gleiche Weise unter Beibehlat aller
zweideutigen Werte gemif3 § 25 aufgeldst wird und nach Nehmen von

0=BE+VPp—7

festgelegt wird

_ ‘X+5 /: 0C+f ll: D‘+f/ ///: lX—'—f//
f_{zﬁ—(s}' d {a+2ﬁ—f}' / {2a+2ﬁ—f’}' / {3oc+2ﬁ—f”} ete
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wird sein

(0 — 2B +26)(an +9)
(a —2B+2f)(an+ f)
(«— 2B+ 27 ) (wn + /)
(a —2B +2f")(an + ")
20n + 4o+ f + f — etc.

xx =an+0 —

2an+a+6+ f —
2an + 20+ f + f' —

2an+3a+ '+ f" —

§59 Wenn, indem die vorgelegte Gleichung gemaf § 24 behandelt wird, auf
die gleiche Weise nach Setzen von

s=px VBB

wie zuvor festgelegt wird

_ [x+5’ ! l’("‘f, //: “+f/’ //: lx—"_f//’
f_{Zﬁ—oc } f_{a+2/3—f}’ d {2a+25—f’}' d {3a+2a—f”}’ e

wird sein
xx =an—4+46
B (28 —a —26)(an + 9)
—a—5— (2B +a —2f)(an + f)

(28 +a —2f") (an + f)
(2B + 30— 2f") (an + f")
(2B +30 — 2f") (an + 1)
(2B + 50 — 2f"") (wn + f"")
7.](‘//// +f///// — etc.

—f+f -

—ﬂé—f/+f,/—
7f//+f///7

—a _fl// +fl/// _
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§60 Wenn weiter aus § 27 nach

5= P VBB

festgelegt wird

— _ !/ n__
g={§ “'}, g’={ o } g”:{ £ } g”={ § o } etc,,

26—« 2—a—g 2p—20— ¢ 2 —3a—g"
wird sein

XX =an—ua+0
(26 —20+a)(an —a+9)
g6 (2 —2g)(an—a +g)
(2B —2¢" —2a)(an —a+g¢')
g —gta~—

(28 —2¢" —2a)(an —a + g")

(26 —2¢"" —4a)(an —a+g"")

1 1"
— +a—
8 8 a (Z/B—Zg"”—4(x)(an—1x—|—g’”’)

1111 1"
g J— J—

gll/ll _ gl/ll + o + etc.

§61 Es konnten aber durch Vermischen dieser Reduktionen unzéhlige an-
dere Kettenbriiche gefunden werden, die alle den Wert von xx ausdriickten;
aber wir wollen mit diesen vier allgemeinen Formen, denen die erste in §
33 dargebotene hinzugefiigt werden kann, zufrieden sein und wollen sie auf
einen gewissen Spezialfall anwenden. Es sei nattirlich

xXXyy = nn

oder es werde eine Reihe solcher Art gesucht
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a, br c, d/ e, f etc.

dass ist
ab=1, bc=2, cd=3, de=4, ef=5 cetc, ... xy=mn,
und wir haben schon angemerkt (§ 12), dass gelten wird

2 T
= —, bb:—, =
aa p 5 cc

—IN

2 2
- —, dd: -E, ee = —— - — etc.
T 2 Vi

N[ W

Darauf wird in der Tat aus § 6 erschlossen

e — [z"dz : /1 — 2z
N [z dz /1 — 2z

oder durch ein unendliches Produkt

. nn+2) (n+2)(n+4) (n+4)(n+6) (1+6)(n+8) etc
- (n+1)2 (n+3)2 (n+5)? (n+7)2

Wir wollen nun also sehen, wie dieser Wert von xx durch Kettenbriiche ausge-
driickt werden kann.

§62 Weil also fiir die vorgelegte Gleichung

XXyy = nn

58



a=1,8=0,7=0ist, wird gemif3 § 33 gelten

N=n—= und B=0,
woher wird
1 1:4
xx=n-—_-+
9:4
2n—1+
25:4
2n—1+
5 . 49 : 4
n +2n—1—|—etc.
oder
1
2xx =2n—1+
9
22n—1) + 5
22n—1) + T
22n—1) + o1
2(2n—1) +

2(2n —1) + etc.

§63 Weiter wird aus § 59 wegen

=0, v=0, und 6=0,

wenn genommen wird
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_ 1 ,: 1+f //: 1+f/ ///: 1+f// ////: 1+f”/
f{o}’ ! {1f}' ! {Zf’}’ ! {3f"}’ ! {4f’"}'

T (1-2/)(n+ /)
f/_f_ (1_2f/)(n+f/)
PR (327" (n+ f)
B2 )

f//// _ f/// 11— (5 _ zflm)(n + fm/>
frr— i ete,

oder aus § 58 unter denselben Benennungen

n
XX =n-—

2n+1+f— (1+2f)(n+f)

2042+ f+ f — (1+2f)(n+f)

(1+2f")(n+ ")

2n+ 3+ f + f —

1 2 1" n_"_ i
271+4+f”+f/”— ( + f )( f )
2n + 5 +f/// +f//// — etc.

§64 Darauf wird nach Setzen von
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aus § 60 sein

1
xx=n—1- n
= 2g(1’l—1+8)
g —g+1+ 21+g)(n-1+%')
o — g+ 2(1+¢")(n—-1+g")
2(1+8")(n-14+g")
¢+ +1+ g — g + etc.
und aus § 57
-1
n—-2+¢ - —
Mm—3+g+g - 28'(n—1+¢)
2¢"(n—1+g")

2 _4 / " __
n +g +g zn_5+g//+g///_etc‘

§65 Allgemein ist also fiir die Reihe a, b, c, d etc., in welcher sei

ab=p, bc=p+q, cd=p+2q, ,de=p+2q9, etc, ... xy=p-+ng,

aus den oben gesagten Dingen [§ 6] bekannt, dass gilt

xx = (ptnq)- —LFMDPE(n+2)q)  (prn+2)q)(p+n+td)q)

(p+n+Dg)(p+(n+1)g (p+mn+3)q9)(p+ (n+3)q
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und durch Integralformeln

prJr(nJrl)qfle -1 — 229
[ zPtma—ldz : /1 — 229 ’

nachdem z = 1 gesetzt worden ist. Nun werden wir wegen

xx = (p+nq) -

xxyy = qqnn + 2pgn + pp

« =q, = p und v = pp haben, daher § = p. Daher wird aus § 33 sein

N:nq—g+p und B=0
und daher
xx=p+g(n-— 1
1
+ 11 .
2p+qg(2n—1)+ 241 5

gkl

2p+q(2n—1)+ o
11
2p+q(2n —1) + etc.

2p+q(2n—1)+

§66 Aber durch die iibrigen Formeln, wenn wir zuerst festlegen

FED LR U 7+ 0 7+ L Iz U A G
p p+2p—f 2p+2p—f 2p+2p—f
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werden wir aus § 59 haben

— q(qn +p)
! +p+f_p_q_ (9+2p —2f)(qn+ f)
f/_f_ (q—|—2p—2f/)(qn—|—f’)
- fr— (3g+2p —2f")(gn + f")
f/// _f// _ (3q+2P _2fm)(qn +fm)
f//”—f/”_etC.
und aus § 58
xx = qn+p— q(qn+p)
2t qtptf— (9—2p+2f)(gn+f)

(9—2p+2f)(qn+f')
2qn 4+ 3q + f' + f" — etc.

2gn+2q+ f + f' —

wo von den drei gegebenen Zahlen p, g, n irgendwelche zwei negativ ange-
nommen werden konnen, weil ja die aufzulosende Gleichung daher keine
Verdnderung erfdhrt.

§67 Des Weiteren, wenn wir setzen

g Pl ) 8a =] & o) &1 ot
p 2p—q-—g 2p—2q—¢ 2p—3q—-¢g"

wird durch § 60 sein
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q(qn—q+p)

xXx=gqn—q+p—
e p 2(p—q)qn —q+p)
, 20p—g —q)(qgn—q+g’)
§—8+q— 1" I
g, 2p—8" —q)gn—q+g")
g g gll/ _g/l+q —etC.
durch § 57
qlgn—q+p)

xx=qn—q+p-+

2(p — n—q+
2qn— 20+ p+ g+ (r—g)gn—q+g)

2(p-g¢)gn—q+g’)

_ /
2n =37 +8+8 +2qn—4q+g’+g”+etc.

8§68 Aber tiber diese ins Unendliche laufenden Ausdriicke ist es festzuhalten,
dass sie oftmals divergenten Reihen gleichwertig sind, so dass, um so weiter
wir deren Werte berechnen, wir auch umso mehr von der Wahrheit abweichen;
dieser Umstand tritt dennoch im ersten Ausdruck nicht auf. Deswegen haben
in diesen Fille tiber sie dieselben Dinge Geltung, welche ich schon {iber die
Natur von divergenten Reihen angemerkt habe, natiirlich, dass sie als aus
der Entwicklung einer gewissen endlichen Formel entstandene unendliche
Formeln anzusehen sind, die nichtsdestoweniger fiir deren Summe zu halten
sind, auch wenn, wo auch immer wir beim Sammeln der Teile halt gemacht
haben, wir den wahren niemals erreichen.

§69 Wir wollen auch diese Reihe untersuchen

a, b, ¢, d etc

in welcher sei



etc.

ab:é, bc:a+ﬁ, cd:2a+ﬁ, de:3a+ﬁ
0% -y 200 + 7y 3+ 7y

und daher im Allgemeinen

. _an+p
y_ocn—l—'y'

und man wird haben

x_om+ﬁ.oc(n+1)+,3.uc(n—|—2)+ﬁ.uc(n+3)—|—[3.etC
Can+y a(n+1)+y an+2)+y a(n+3)+y

oder

[tz V1 —z2

x = .
[ z2nthldz /1 — 22

Weil nun, wenn n = oo wire, x = y = 1 wire, werden die Werte x und y
immer mehr an die Einheit herankommen; daher werde festgelegt

und es wird werden

oder

(B—7)XY —A(an+7)X — A(an+ 7)Y = AA(an + 7).
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Es sei

oder

und man wird haben

XY —(an+7)X — (an+7)Y = (B—7)(an+7)

oder

(X—an—7)(Y —an —v) = (an + B)(an + 7).

§70 Aus dieser Gleichung kénnen die Werte X und Y nun durch die oben
gegebenen Formeln auf unendlich viele Weisen dargeboten werden, aus wel-
chen § 19 eine besonders konvergente an die Hand gibt. Weil aber gilt

A=—-a, p=-7vy v=-7y (=g, U:’[H—T,y und 6 = By,

wird werden
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1 3 uax—%(ﬁ—'y)z
X=2un—u+p+ o+ < ,

1,8  aa—g(p—n)
Y =2an+atSp+ S+ Y

und daher tritt diese neue Gleichung ans Licht

<X’—an—a—;ﬁ—;7> <Y’—zxn—i—tx—;ﬁ—;7> = (an+ B)(an + 7).

§71 Wenn daher diese Gleichung erneut auf die gleiche Weise entwickelt
wird, wird wegen

5 P P S DR
A L Y O S R L W
[=a _[”TV und 6 = B,

dass 717 — 6 = (B — )? ist, diese Substitution entspringen

dan — (B =)
X 4

an — 3 (B —7)?
Y 4

X' =2an—a+B+7+

4
Y =2an+a+B+v+

welche diese Gleichung liefert



(X” —an —2u — %ﬁ— ;'y> <Y” —an+ 20 — %,B— ;7> = (an+ B)(an + ).

§72 Weil nun hier ist

1, 1 1,1
A=—u V—_zo‘_iﬁ—i% V—zo‘—iﬁ—i%
+
(=0 =237 0=py,

wird diese Substitution entspringen

e — (B —7)?

X'"=2an—a+p+v+

X ’
aa — L(B—v)?
Y =2an 4+ B4y + ;E,'I,S 7),
und daher diese Gleichheit
1 1 1 1
n__ _ > " R
(X an — 3u 25 2’)/) (Y an + 3u 2,3 27)
= (an + B)(an + 7).

§73 Indem auf diese Weise weiter fortgeschritten wird, werden wir schliefs-
lich diese Auflosung der vorgelegten Gleichung
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an+ B
an + 7y

erreichen

B—u

x=1+
a = 3(p—a)?

1 3
206—6(+§ﬁ+j')’+ 40‘“_1(’[3_“)2
4

20—+ B+v+
i e — 1 (B — a)?
20 —x+B+7+

20 —x + B+ v + etc.

so dass ist

[ 22t 1dz s /1 — 22
X = .
f Zon+p=174, . /1 — 72

§74 Wir wollen gewisse Beispiele durchgehen und es sei zuerst

x=1 pf=2 und 7=0;

es wird sein

x_fz”_ldz:\/l—zz_n—i—l
_fz”Hdz:\/l—zz_ n

und daher

2 1
x=1+ =1+,
5 1-1 n

n+2n—|—1+etc.
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wie klar zu tage tritt. Und im Allgemeinen, wenn « = 1 ist, sooft f — < eine
gerade Zahl ist, wird der Wert von x rational ausgedriickt.

§75 Waihrend « = 1 bleibt, sei

B=1 und o =0;

es wird

b fz”fldz V1 —zz
N [ztdz i /1 — 2z

aus dieser Gleichung sein

 — n+1
Yy = —
aber durch einen Kettenbruch
1 2
x=1+ 7 =1+
1 4 1-3
2n—s5+ 1 dn —1+
_1 3.5
4 ——— nt ————
2 4 e 27
n4+-—-= -
2n + etc. 4n + etc.
Aber nach Nehmen von
== undy=1

geht der reziproke Wert hervor
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1 1 2
—=1- - —1—
X " 1—1 1-3
2n+§+—1 n+1+
i gy
n
4n + etc. : 5.7
n+4_n+etc.

dessen Ubereinstimmung mit dem vorhergehenden leicht erkannt wird.

§75 Wenn daher nun fiir n nacheinander die Zahlen 1, 2, 3, 4 etc. eingesetzt
werden, werden die folgenden Kettenbriiche aufgefunden werden

T 2

=14+

2 1-3
3+

3-5
5.7
7-9
+4+etc.

4+

4+

—1 N

SR
—_

—_
@

N
N
N[

1-3
3.5
5.7
7-9
T2 tete

11+

12 +
12 +
12
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2.2.4 2 2
-1+
133 7 1-3
15+
3.5
16 +
5.7
16 +
164+ 2
16 + etc.

§77 Daher werden umgekehrt die Werte von Kettenbriichen dieser Art aus-
findig gemacht werden konnen. Es sei ndmlich dieser Bruch vorgelegt

ax — 00
S =
N 4o — 66
m—«
n o — 60
m—u
16anx — 66
m-o++ —
m — « + etc.

es wird gelten [§ 73]

B—7=20 und 2an+pB+y=m

woher wird

B=20+v und 2an=m—26—2y

und so

=14 20 _ m—a+o+s
N m—a—36+s m—a—0+s’
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also

26

Aber es ist

[z2m=0- 1z /T =22
a [z2m 0 1gz o /T — 228

woher, wenn folgendes festgelegt wird

X

1 1
z2Mm=0-14, p 4 / z3m+0—-1 4,
— = un =

V1— 2z Vi—z2%
sein wird
_ (m—a+6)Q—(m—a—0)P
= PO _
§78 Daher, wenn festgelegt wird
0 =¢ev—1,

dass ist
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an + €€
Ao + e¢
9an + e¢
16anx + €€
m N
m —+ etc.

und wegen

770 =gVl = pmev-llogz coselog —v —1-sinelogz,

ebenfalls Nachstehendes festgesetzt wird

1
z2""1dz coselogz

=R
V1—z%
und
/zémldzsinelogz _ s
V1—z2
wird sein
P=R-Sv-1 und Q=R+Sv-1
und daher

2(m —a)Sv/—1+2eRV—1 _ R

®—m—e—,
—28+/—1 S
wo es zu anzumerken ist, dass die Integrale R und S so genommen werden

miissen, dass sie fiir z = 0 gesetzt verschwinden, dann aber z = 1 gesetzt
werden muss.

S =
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